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Re´sume´ :
Nous pre´sentons une se´rie de simulations nume´riques concernant le phe´nome`ne de re´fraction dans
les coques minces pre´sentant des areˆtes, ou encore, de´signe´es sous le terme de pli. De part et d’autre
des plis, la nature ge´ome´trique de la surface moyenne de la coque peut eˆtre parabolique, hyperbolique
voire meˆme elliptique. Pour des chargements singuliers, il apparaˆıt des couches internes lesquelles
se manifestent par des de´placements singuliers a` mesure que l’e´paisseur de la coque tend vers ze´ro.
Ces singularite´s se propagent le long des courbes asymptotiques e´galement de´nomme´s caracte´ristiques.
Lorsque les singularite´s rencontrent les plis elles se propagent de part et d’autre de la coque selon les
re`gles de la re´fraction. Afin d’exhiber le phe´nome`ne de re´fraction, nous avons construit des exemples
simples et pre´cis que nous avons simule´s a` l’aide de notre code de calcul.
Abstract :
In this communication, we address some numerical simulations about refraction phenomenon in thin
shells presenting folds. On each side of folds the nature of the middle surface of the shell can be
parabolic, hyperbolic even elliptic. When the applied loading is singular, there appear internal layers that
involve singular displacement as the thickness of the shell tends to zero. These singularities propagate
along the asymptotic curves also called characteristic. Those singularities when hit folds refract on
each side of the shells. To exhibit the refraction phenomenon we have built some examples that have
been numerically simulated.
Mots clefs : Re´fraction, Singularite´, Coque
1 Introduction
Soit une coque, occupant un domaine d’e´paisseur ε autour d’une surface S que l’on rame`ne a` un
proble`me bidimensionnel pour de´terminer le champ de de´placement. Lorsque le rapport de ε sur une
des longueurs caracte´ristiques est faible (≈ 10−4), des phe´nome`nes pathologiques telles que re´flexion,
re´fraction apparaissent pour certaines ge´ome´tries. En conse´quence le calcul des coques tre`s minces
ne´cessite une bonne connaissance du comportement des solutions. L’objectif de cette communication
est de pre´senter le phe´nome`ne de re´fraction dans les coques minces a` partir de simulations nume´riques
re´alise´es par notre code de calcul. Il s’agit plus pre´cise´ment d’exhiber le comportement des singularite´s
traversant des areˆtes entre des surfaces adjacentes et d’illustrer le phe´nome`ne de re´fraction du point
de vue nume´rique, par opposition au phe´nome`ne de pseudo-re´flexion de´ja` e´tudie´ dans[[4], [9]]. On con-
side`re donc une coque dont l’e´paisseur relative ε est tre`s petite. Elle pre´sente un pli le long d’une courbe
que l’on qualifie d’areˆte ou encore de´signe´e sous le terme de pli. De plus on suppose que cette courbe est
non caracte´ristique. Les deux portions de coques ainsi jointes peuvent pre´senter des surfaces moyennes
de nature ge´ome´trique diffe´rente. Plus exactement, dans cette communication, nous nous inte´ressons
au cas des coques dont les deux portions de surfaces les constituant sont selon le cas parabolique-
parabolique, ou bien hyperbolique-hyperbolique. Nous limitons l’e´tude au cas des coques inhibe´es en
flexion [10], c’est-a`-dire que le noyau du tenseur me´trique line´arise´ est congru au de´placement nul.
Lorsque l’e´paisseur relative ε de la coque tend vers ze´ro, il s’agit alors d’un proble`me de perturbation
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singulie`re dont la limite est le mode`le membranaire lequel de´crit relativement bien le comportement
de la coque. Selon la nature ge´ome´trique de la coque ce syste`me est elliptique, parabolique ou hyper-
bolique. En conse´quence les caracte´ristiques du syste`me membranaire sont les courbes asymptotiques.
Celles-ci sont au nombre de ze´ro, deux ou quatre selon que la surface est respectivement elliptique,
hyperbolique ou parabolique. Il en re´sulte que les solutions du syste`me membranaire jouissent des
proprie´te´s classiques de propagation des singularite´s le long des caracte´ristiques tant qu’elles ne ren-
contrent pas les frontie`res du domaine de la coque. En effet, celles-ci gagnent un degre´ de re´gularite´.
C’est pourquoi on les qualifie de pseudo-re´flexions, alors que les singularite´s qui traversent les areˆtes
entre deux surfaces adjacentes conservent leur degre´ de singularite´. Pour eˆtre plus pre´cis, conside´rons
un chargement normal a` la surface note´ f3 singulier en un point d’une courbe caracte´ristique de la
surface moyenne de la coque. Le de´placement u3 qui en re´sulte est alors deux ou quatre fois plus
singulier que le chargement f3 selon que la nature de la coque est respectivement hyperbolique ou
parabolique. Les simulations nume´riques effectue´es montrent que ces singularite´s lorsqu’elles traversent
le pli sur lequel sont prescrites des conditions de transmission, les singularite´s conservent leur degre´
de singularite´s avec ou sans atte´nuation des amplitudes dans le cas parabolique et hyperbolique.
2 Re´fraction des singularite´s dans le cas d’une coque parabolique-
parabolique
Nous conside´rons dans un premier temps une coque parabolique dont le domaine Ω est celui de la
figure 1. Nous appliquons un chargement normal a` la surface, circulaire centre´e au point I. La surface
moyenne de la coque S est l’image de la carte locale (Ω,Ψ) il s’agit de deux portions coniques formant
un angle entre elles. La partie commune forme l’areˆte ou encore le pli sur lequel nous prescrivons
les conditions de transmission u−Γ = u
+
Γ et δθ = 0. Posons S = S
− ∪ S+ la surface parame´tre´e par
l’application ψ = ψ− ∪ ψ+ :
ψ : Ω = Ω− ∪ Ω+ −→ S ⊂ E
(x, y) ∈ Ω− 7−→ ψ−(x, y) = (x, (x+ α) sin(2piy), (x+ α) cos(2piy))
(x, y) ∈ Ω+ 7−→ ψ+(x, y) = (x, (α− x) sin(2piy), (α− x) cos(2piy))
(1)
L’areˆte est porte´e par la droite d’e´quation x = 0. Les lignes asymptotiques sont les droites d’e´quation
y = cste. Le mate´riau est isotrope homoge`ne, avec un module de Young fixe´ a` 285000 MPa et un
coefficient de Poisson e´gal a` 0.4. Nous e´tudions le cas des coques tre`s minces, dans la simulation ε
est fixe´ a` 10−7. La force normale f3 = ε 1pir2 Mpa avec r = 10
−2mm est applique´e sur le disque de
centre I et de rayon r. La coque est encastre´e sur la totalite´ de sa frontie`re. A droite de la figure 1 est
repre´sente´e la de´formation de la coque.
La figure 2 illustre la composante u3 du de´placement et le comportement de la singularite´. Nous
observons que la singularite´ ge´ne´re´e par le chargement impose´, se propage sur la portion de la coque ne
subissant aucun chargement. La figure 3 exhibe des coupes de la composante normale du de´placement
avant et apre`s passage de l’areˆte. Nous avons e´galement superpose´ les deux courbes, a` gauche de
la figure 4, apre`s les avoir mises a` l’e´chelle et nous constatons qu’elles sont de nature identique a`
un facteur multiplicatif pre`s. A droite de la figure 4 nous observons que le graphe de la courbe est
conforme a` l’allure de la de´rive´e quatrie`me du Dirac. Ceci est conforme a` la the´orie car dans le cas
parabolique le de´placement u3 est quatre fois plus singulier que le chargement f
3 lequel ici est proche
d’un Dirac.
3 Re´fraction des singularite´s dans le cas d’une coque hyperbolique-
hyperbolique
Nous conside´rons dans un second temps une coque hyperbolique dont le domaine Ω est celui de la
figure 5. Nous appliquons le meˆme chargement normal a` la surface, circulaire centre´e au point I.
La surface moyenne de la coque S est l’image de la carte locale (Ω,Ψ) il s’agit de deux portions
parabolo¨ıdes hyperboliques formant un angle entre eux. La partie commune forme l’areˆte ou encore
le pli sur lequel nous prescrivons les conditions de transmission c’est-a`-dire u−Γ = u
+
Γ et δθ = 0. Nous
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Zone de chargement type Dirac 
Support de la singularite
Figure 1 – A gauche sche´ma de principe de la propagation des singularite´s avec les degre´s de singu-
larite´ the´oriques. A droite diffe´rentes vues de la coque de´forme´e.
Figure 2 – A gauche visualisation de la composante u3 avec manifestation de la propagation/re´fraction
de la singularite´ ge´ne´re´e sur la partie gauche de la surface. A droite illustration selon diffe´rents points
de vue .
Figure 3 – De gauche a` droite coupe de la composante u3 avant et apre`s le passage de l’areˆte.
posons S = S− ∪ S+ la surface parame´tre´e par l’application ψ = ψ− ∪ ψ+ :
ψ : Ω = Ω− ∪ Ω+ −→ S ⊂ E
(x, y) ∈ Ω− 7−→ ψ−(x, y) = (x, y, x+ y + xy)
(x, y) ∈ Ω+ 7−→ ψ+(x, y) = (x, y,−(x+ y) + xy)
(2)
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Figure 4 – De gauche a` droite superposition des composantes u3 du de´placement suivie d’un grossisse-
ment autour de la singularite´.
L’areˆte est dans ce cas porte´e par la droite d’e´quation x = 0. Les lignes asymptotiques sont respective-
ment les droites d’e´quation x+ y = cste et y− x = cste. Le maillage est obtenu par syme´trie du carre´
de´fini par [−1, 0] × [−1, 0] autour de l’axe y = 0 puis autour de l’axe x = 0. Les caracte´ristiques du
mate´riau et les conditions aux limites sont les meˆmes que pre´ce´demment. En ce qui concerne le cas de
charge, nous envisageons le chargement assimilable a` un Dirac au point I de coordonne´e (−34 , 0), c’est-
a`-dire f = (0, 0, εpir2 ). Sur la figure 5, avec le chargement conside´re´, les singularite´s se propagent le long
des caracte´ristiques comme attendu. Les conditions de transmission sur le pli font clairement naˆıtre le
phe´nome`ne de re´fraction induisant a` son tour la propagation de la singularite´ sur la coque adjacente
avec une atte´nuation des amplitudes. Il est a` noter qu’aux frontie`res de la coque figure 6, a` gauche,
nous observons le phe´nome`ne de pseudo-re´flection [9]. Nous avons e´galement illustre´ diffe´rentes vues































Zone de chargement type Dirac 
Schema de principe
Figure 5 – A gauche, sche´ma de principe de la propagation des singularite´s avec les degre´s de
singularite´ the´oriques. A droite diffe´rentes vues de la coque de´forme´e.
Sur les figures 7 nous avons visualise´ des coupes de la composante normale du de´placement de la
coque avant et apre`s passage de l’areˆte. Comme nous pouvons le remarquer les deux courbes sont de
nature identique dans leur morphologie avec une atte´nuation des amplitudes. Un agrandissement au
voisinage de x= 12 , nous permet de constater qu’il s’agit d’un δ
′′ conforme a` la the´orie sur la propagation
des singularite´s dans les coques minces hyperboliques (cf. [7]). En effet, dans le cas hyperbolique, le
de´placement u3 est deux fois plus singulier que le chargement f
3, lequel, dans le cas pre´sent peut eˆtre
conside´re´ comme un Dirac.
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Figure 6 – A gauche, visualisation de la composante u3 avec manifestation de la
propagation/refraction/pseudo-re´fraction des singularite´s ge´ne´re´es sur la partie gauche de la surface.
A droite, illustration selon diffe´rents points de vue .
Figure 7 – En haut, respectivement a` gauche et a` droite, coupe de la composante normale du
de´placement avant et apre`s le passage de l’areˆte. En bas, grossissement autour de la singularite´.
4 Conclusions
Dans cette communication, nous avons pre´sente´ diffe´rentes sortes de re´fraction de singularite´s pou-
vant survenir dans les proble`mes de coques minces quand la ge´ome´trie des surfaces moyennes de part
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et d’autre des areˆtes sont de nature varie´e. Le re´sultat principal est que le degre´ de la singularite´ n’est
pas affecte´ lors des phe´nome`nes de re´fraction dans le cas ou` les surfaces moyennes des coques sont de
meˆme nature. Nos simulations nume´riques indiquent qu’avant et apre`s passage des areˆtes, les ampli-
tudes des singularite´s pre´sentent une variation. Par ailleurs, nous tenons a` signaler que plus l’e´paisseur
de la coque est faible plus il faut raffiner ceci est e´troitement lie´ a` l’e´paisseur des couches internes. La
connaissance des structures des couches internes [7] nous permet d’adapter la taille des mailles lors
de nos simulations afin d’obtenir des re´sultats relativement fiables. Il est a` noter que pour obtenir des
re´sultats pre´cis il faut faire du raffinement anisotrope. Par manque de place nous ne pre´sentons pas
ici les re´sultats obtenus par un processus de maillage adaptatif anisotrope bien que nous ayons des
re´sultats inte´ressants dans cette direction. Nous avons construit une me´trique base´e sur la composante
normale du de´placement pour e´laborer un hessien adapte´ a` notre proble`me, lequel est exploite´ par
le logiciel BAMG pour ge´ne´rer des maillages anisotropes tre`s efficaces. Le couplage de notre code de
calcul avec BAMG nous permet de raffiner la` ou il faut de manie`re a` allonger les triangles dans les
zones ou` les singularite´s apparaissent avant et apre`s passage du ou des pli(s).
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